Komplexitiit des Aquivalenzproblems fiir reguliire Ausdriicke

Philipp Zschoche
philipp.zschoche@uni-oldenburg.de

Proseminar ARA: Aquivalenz regulirer Ausdriicke
Sommersemester 2014
Modulverantwortlich: Dr. Hans Fleischhack, Prof. Dr. Eike Best

Carl von Ossietzky Universitit Oldenburg
Department fiir Informatik
Ammerldander Heerstr. 114-118
26129 Oldenburg

Abstract: Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Komplexitit des Aquivalen;problems fiir regulire
Ausdriicke mit den Operationen {U, *, -}. In Kapitel 3 wird gezeigt, dass das Aquivalenzproblem fiir
regulidre Sprachen PSPACE-vollstindig ist.

1 Einfithrung

Regulidre Ausdriicke, definiert in Abschnitt 2.1, sind syntaktische Objekte fiir die Beschreibung einer
reguliren Sprache. Das Aquivalenzproblem fiir regulire Ausdriicke stellt die Frage, ob zwei regulire
Ausdriicke die gleiche Sprache beschreiben. Jede regulidre Sprache kann von einem deterministischen
endlichen Automat akzeptiert werden [Bes13, Satz 4.2.3]. Das Aquivalenzproblem fiir regulire Ausdriicke
wird auf das Aquivalenzproblem fiir deterministische endliche Automaten zuriick gefiihrt, indem fiir
beliebige regulire Ausdriicke req, res deterministische endliche Automanten Ay, A mit L(A;) = L(re;)
und L(A3) = L(res) mittels Glushkov-Konstruktion [CF01] erstellt werden. Regulére Sprachen sind unter
anderem abgeschlossen unter Vereinigung, Schnitt sowie Komplement und es gibt Algorithmen um diese
Operationen durchzufiihren [Bes13, Satz 4.3.1]. Daher ist die Sprache L(A) regulir:

L(A) := (L(A1) N L(A2)) U (L(A2) N L(Ay))

Offenbar ist L(A) = () genau dann, wenn L(A;) = L(As) gilt, d.h., wenn re; und res dquivalent sind.
Aus der Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems fiir regulidre Sprachen folgt direkt:

Satz 1 (Entscheidbarkeit). Das Aquivalenzproblem fiir reguliire Ausdriicke ist entscheidbar:

Nachdem die Frage der Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir reguliire Ausdriicke positiv be-
antwortet wurde, wird die Komplexitét diskutiert. Abschnitt 2 fiihrt ausschlielich Definitionen ein, die
in Abschnitt 3 benotigt werden. In Abschnitt 3 wird gezeigt, dass das Aquivalenzproblem fiir regulire
Ausdriicke mit {U, *, -} PSPACE-volistindig ist.

2 Definitionen

In diesem Kapitel werden Definitionen eingefiihrt, die fiir die Betrachtung der Komplexitiit des Aquiva-
lenzproblems fiir regulidre Ausdriicke notwendig sind. Falls nicht anders angegeben, handelt es sich bei X
um ein endliches Alphabet und bei £ um das leere Wort.
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2.1 Regulire Ausdriicke
Regulire Ausdriicke sind syntaktische Objekte, die eine regulidre Sprache (Chomsky-3-Sprache) beschrei-
ben [Bes13, Kapitel 4.4].

Definition 1 (Syntax). Sei X ein endliches Alphabet. Induktive Definition:

e Beginn: () und ¢ sind reguliire Ausdriicke iiber .. Fiir jedes o € X ist «v ein reguléirer Ausdruck iiber
2.

o Schritt: Wenn rey, res reguldre Ausdriicke iiber ¥ sind, so auch (re; Ures), (rey - req) und rey.
o Abschluss: Sonst ist nichts ein reguldrer Ausdruck iiber 3.

Definition 2 (Semantik). Seien re;,res reguldiire Ausdriicke iiber Y. Die Sprache L(re) eines reguldiiren
Ausdrucks re ist foldendermaf3en definiert:

L®)=0
L(e) = {e}
L(a) = {a} wobeia € &
L(rey Ures) = L(rey) U L(res)
L(rey - res) = L(rey) - L(res)
L(ré]) = (L(rer))"

2.2 Turingmaschine

Bei einer Turiungmaschine handelt es sich um einen Leseschreibkopf auf einem unendlichen Band aus
Speicherzellen, in denen Elemente aus I" gespeichert werden konnen. Eine Turingmaschine befindet sich
immer genau in einem Zustand. In jedem Schritt wird é mit dem Inhalt der aktuellen Speicherzelle und
dem aktuellen Zustand ausgefiihrt.

Die folgende Definition einer Turingmaschine (TM) entspricht sinngeméaB der Definition in [Bes13, Kapitel
6.1] und wird hier nur auszugsweise aufgefiihrt.

Definition 3. Eine Turingmaschine ist definiert als M = (I,T,Q, d, qo, qo) wobei gilt:

e [': Das Arbeitsbandalphabet (endlich), wobei U € T das Leerheitssymbol ist

e ' D I : Das Eingabealphabet

Q : Die Menge der Zustdinde (endlich)

qo € Q : Der Startzustand

Go € Q : Der Endzustand

Transitionsrelation § : Q X T' = Q x ' x { L, N, R }, wobei { L, N, R} Die Bewegung des
Leseschreibkopfes angibt:

— L: Leseschreibkopf eine Zelle nach links bewegen.
— N: Leseschreibkopf nicht bewegen.

— R: Leseschreibkopf eine Zelle nach rechts bewegen.

M ist deterministisch, falls § eine partielle Funktion ist, ansonsten ist M nichtdeterministisch.

2-
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Seien ¢1,q2 € Q, a,f € Tundm € { L, N, R }. g2 wird als Nachfolgezustand von ¢; bzgl. o, 8 und m
bezeichnet, falls §(q1, @) = (g2, 8, m). AnschlieBend ist go der aktuelle Zustand.

Eine Turingmaschine akzeptiert, sobald sie den Zustand ¢, erreicht. Die momentane Konfiguration von
einer TM wird mit einem Wort beschrieben.

Definition 4. Sei M = (I,T,Q, 9, o, q.) eine TM und d = yqsz ein momentane Konfiguration von M,
wobei gilt: y,z € T* g€ Qund s €T.

PartComp;(d) :== { w | w = $d18...8d,,$ wobei d; = d
und d; 1 eine Nachfolgekonfiguration von d; ist. fiir alle i € {1,...,n — 1} }

Comp;(d) :== { w € PartComp,;(d) | w = ag.p fiir o, € (QUT U{$})* }

Die Worter in PartComp;(d) sind alle moglichen Abschnitte aller Aste des Konfigurationsbaums [Bes13,
Definition 6.4.1] von M, die mit d beginnen. Die Warter in Comp s (d) sind alle akzeptierenden Aste des
Konfigurationsbaums von M.

Eine Mehrband-Turingmaschine (Mehrband-TM) ist eine Turingmaschine, die endlich viele Arbeitsbiander
besitzt. Jede Mehrband-TM mit n € N Bindern kann von einer TM mit nur einem Band simuliert werden
[Bes13, Satz 8.1.1] . Ab hier ist mit Turingmaschine eine Mehrband-Turingmaschinen gemeint, falls es
nicht anders angegeben wird.

2.3 Algorithmische Komplexitit und Reduktion

Um die Komplexitit des Aquivalenzproblems fiir regulire Ausdriicke zu untersuchen, werden weitere
Defintionen benétigt. Sie werden hier nur erwihnt und entsprechen der angegebenen Literatur.

Die Zeitkomplexitit und Platzkomplexitét einer Turingmaschine [Bes13, Definition 8.2.3]. Die Komplexi-
tatsklassen PSPACE, NSPACE [Bes13, Definition 8.4.1] und NLINSPACE [vL94, Seite 100, Definition].
Die polynomielle Reduzierbarkeit von Sprachen [Bes13, Definition 8.6.1] und das polynomielle Re-
duktionlemma [Bes13, Lemma 8.6.3]. Den Begriff der Vollstidndigkeit fiir PSPACE [WinO1, Definition
5.18].

3 Aquivalenzproblem von reguliiren Ausdriicken

In diesem Kapitel wird die Komplexitiit des Aquivalenzproblems fiir regulire Ausdriicke betrachtet.

Definition 5 (Aquivalenzproblem).
EQ(Y) :={ (re1,...,rey) | rei, ..., rey, reguliire Ausdriicke iiber ¥

und L(re;) = L(rej) wobei1 <i<j<n}

Bewiesen wird, dass EQ(X) ein PSPACE-vollstiindiges Problem ist.
Dazu ist zu zeigen:

e EQ(X) € PSPACE

o A<, EQ(X), wobei A eine PSPACE-vollstiindige Sprache ist.

Die Ideen fiir diesen Beweis stammen von Larry Joseph Stockmeyer und Albert Ronald da Silva Meyer
[Sto74][SM73]. Zuerst wird die Komplementbildung von Sprachen in PSPACE und PSPACE-volistindigen
Sprachen untersucht.
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Lemma 1 (PSPACE unter Komplementbildung). Sei A eine Sprache

A € PSPACE < A € PSPACE

Beweis. Sei A C ¥* eine Sprache, wobei A € PSPACE.

Aus A € PSPACE folgt: Es gibt eine deterministische Turingmaschine M mit polynomiell beschréinkten
Band, die das Wortproblem fiir A entscheidet. Also gilt fiir alle w € ¥* : w € A genau dann, wenn M
angesetzt auf w akzeptiert. Da M deterministisch ist, gilt w € A genau dann, wenn M nicht akzeptiert.
Somit gibt es eine deterministische Turingmaschine M mit polynomiell beschriinkten Band, die das
Wortproblem fiir M entscheidet, indem sie M simuliert und das Ergebnis negiert. O

Lemma 2 (PSPACE-Vollstiandigkeit unter Komplementbildung). Sei A eine Sprache.

A ist PSPACE-vollstindig < A ist PSPACE-vollstindig

Beweis. Seien A C X7, B C X5 Sprachen, wobei A, B € PSPACE und A PSPACE-vollstindig ist.
Es ist zu zeigen, dass B <, A gilt. Wegen der Abgeschlossenheit unter Komplementbildung von PSPACE
sind auch A, B € PSPACE. Es gibt somit ein f mit B <, A mittels f. Also gilt:

VzeXs:zeB& flx)e A

logisch dquivalent dazu ist -
VeeXi:z € B& f(x)e A

A ist somit PSPACE-vollstindig. O

Daher geniigt es, die PSPACE-vollstindigkeit von EQ(X) zu zeigen.

Definition 6 (Nicht Aquivalenzproblem).

INEQ(X) := EQ(X) = { (re1, rea) | rex, res reguliire Ausdriicke iiber ¥
und L(rey) # L(res) }

Es bleibt zu zeigen:

o INEQ(S) € PSPACE
o A <, INEQ(X), wobei A eine PSPACE-vollstindige Sprache ist.

Lemma 3.
INEQ(X) € PSPACE

Beweis. Wegen dem Satz von Savitch [Bes13, Satz 8.4.2], PSPACE = NSPACE, geniigt es eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine mit polynomiell beschrinktem Band anzugeben. Seien re; und re; regulire
Ausdriicke iiber 3. Wenn es ein Wort w € L(rey) A L(rez) = (L(rer) \ L(rez)) U (L(rez) \ L(req))
gibt, sind 7e; und 7eg nicht dquivalent. Eine TM M versucht nichtdeterministisch ein Wort w €
L(re;) A L(res) zu finden. Dabei rit M das Wort w Zeichen fiir Zeichen. re; und re; werden als
nichtdeterministische endliche Automaten (NFA) [Bes13, Definition 4.1.1] dargestellt, die L(re;) und
L(resy) akzeptieren. M simuliert diese NFA’s so, dass sie w als Eingabe erhalten. Wenn genau ein NFA w
akzeptiert, ist w € L(re;) A L(res).

Ein NFA, z.B. fiir re;, wird wie folgt in M dargestellt: Fiir jede Klammer in re; gibt es einen Zustand in
dem NFA. Sei reg,; ein reguldrer Ausdruck innerhalb von re;. Die erste 6ffnende Klammer von reg,;,
ist der Startzustand und die letzte schlieBende Klammer ist der Endzustand fiir einen NFA, der L(resys)
akzeptiert. Dies impliziert die Zustandsiibergiinge aus Abbildung 1 in einem NFA.
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€ s €, ¢ und « , wobei o € 3.

Abbildung 1: Zustandsiibergédnge

Die Zustandsiibergédnge in Abbildung 1 miissen nicht explizit auf dem Arbeitsband codiert werden, denn
fiir zwei beliebige Klammern K7 und K5 kann M durch Zihlen der Klammern zwischen K; und Ko
feststellen, ob K; und K zu der gleichen Operation w € {*,U, -} gehdren und ob es einen Ubergang
von K zu K gibt. Dieser Test kann mit einem Kellerautomaten [Bes13, Definition 5.3.1] mit linear
begrenzten Keller durchgefiihrt werden, da lediglich fiir jede gedffnete Klammer ein Zeichen in den Keller
geschrieben wird.

Wie M die NFA’s von re; und res fiir das Wort w simuliert, wird nun beschrieben. Die NFA’s erhalten
w Zeichen fiir Zeichen als Eingabe. Ein Zustand wird markiert, falls die bisherige Eingabe zu diesem
Zustand fithren konnte. Die folgende Methode update(o) wird genutzt, um die Menge der markierten
Zustinde zu aktualisieren, wobei o € ¥ U {e} ist. Nach der Ausfiihrung von update(c) ist ein Zustand P
markiert, falls es einen Zustand P; gibt (P, = P, moglich), so dass folgende Bedingungen zu treffen.

1. Es gibt eine Zustandsiibergang von P; zu P fiir o.

2. Py war vor dem Aufruf von update(o) markiert.

Da kein weiterer Platz fiir die Zustandsiibergéinge benétigt wird, kann update(o) so programmiert werden,
dass es deterministisch in polynomieller Zeit ausgefiihrt wird und ein linear beschrinktes Band benétigt.
Die Funktionsweise von M ist die folgende:

Auf dem Eingabeband liegt  mit |z| = n.

1. Als erstes wird gepriift, ob die Eingabe x zwei reguldre Ausdriicke der Form (req, req) sind. Es muss
also getestet werden, ob jede gedffnete Klammer auch wieder geschlossen wird und ob ausschlieBlich
giiltige Operationen vorkommen. Dies impliziert, dass es sich bei (rej,res) um eine kontextfreie
Sprache handelt. Dieser Test kann mit einem Kellerautomaten, der sich die Kammern merkt, durchge-
fiihrt werden. Dabei benotigt der Kellerautomat hochstens log(n)? Speicherzellen [LSH65]. Es ist also
moglich diesem Kellerautomaten in einer TM mit einem logarithmisch beschréinkten Arbeitsband zu
simulieren. Falls x nicht die korrekte Form hat, stoppt M.

2. Schreibe re; und res jeweils auf ein Arbeitsband.

3. Rufe n-mal update(c) auf, damit alle durch e-Transitionen erreichbaren Zustinde makiert sind.
4. Falls nur von einem NFA ein Endzustand markiert ist, akzeptiert M.

5. Rate nichtdeterministisch ein Zeichen o € ¥ und rufe update(o) auf.

6. Falls es Worter in L(re;) A L(res) gibt, muss es auch ein Wort der Linge n’ < max(|rei|, |rez|)
in L(rey) A L(reg) geben. Daher stoppt M an dieser Stelle, falls schon mehr als n’ Zeichen geraten
wurden. Andernfalls springe zu 3.

Folglich benotigt M dauerhaft n Zellen auf den Arbeitsbéindern fiir z = (rey, res) und weitere log?(n)
Zellen fiir (1). Der Aufruf der update(c) Methode benétigt cn Zellen. Somit bendtigt M maximal eine
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BandgroBe von n + log?(n) + cn. Also gilt: INEQ(Y) € NSPACE. Wegen dem Satz von Savitch [Bes13,
Satz 8.4.2] gilt auch: INEQ(Y) € PSPACE.
Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Fiir die PSPACE-volistindigkeit von INEQ(Y) ist noch zu zeigen, dass eine PSPACE-vollstindige Sprache
auf INEQ(X) reduzierbar ist. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir quantifizierte boolesche Formeln (QBF) ist
PSPACE-vollstindig [SM73, Theorem 4.3].

Proposition 1.
QOBF € NLINSPACE

Beweis. Fir QBF € NLINSPACE wird eine Turingmaschine angegeben. Sei M eine nichtdeterministische
Turingmaschine, die wie folgt agiert:

1. Es wird gepriift, ob die Eingabe w mit n = |w| eine quantifizierte boolesche Formel ist. Aufgrund der
Klammerung, handelt es sich um eine kontextfreie Sprache. Dieser Test kann von einem Kellerautoma-
ten mit hochstens log* (n) Speicherzellen durchgefiihrt werden [LSH65]. Falls w keine QBF ist, stoppt
M.

2. Es werden Variablen A := (aq, ...,a;) und F := (eq, ..., ¢;) angelegt, wobei a1, ..., ax, alle mit V und
eq, ..., e; alle nicht mit V quantifizierten Variablen aus w sind. Zu Beginn wird jede Stelle von A mit 0
belegt, wobei 0 = falsch und 1 = wabhr.

3. A wird Schritt fiir Schritt bis A = 1...1 binédre hochgezihlt. Nach jeder Erhéhung von A wird die
Methode find() aufgerufen. Falls find() fiir jedes A eine giiltige Belegung gefunden hat, ist w erfiillbar.
In diesem Fall akzeptiert M. Andernfalls wird gestoppt.

Die Methode find() versucht eine Belegung fiir E' zu finden, so dass w, eingeschréinkt auf die Belegung
von A, zutrifft. Dafiir wird nichtdeterministisch eine Belegung fiir £/ geraten. AnschlieBend wird w’ = w
mit der Belegung von A und F auf ein weiteres Band geschrieben und Schrittweise iiberpriift, indem w’
rekursiv ausgewertet wird. Die Auswertung wird direkt in w’ vollzogen. Es wird somit kein weiterer Platz
benotigt.

Insgesamt ergibt das eine Platzbegrenzung von:

jwl + Al + |E[ + |[w| +1log"(n) < (4+ k)n
—_~ Y—— ~~ ——

=n <n <n <kn

Somit ist die Behauptung gezeigt. O

Um QBF auf INEQ(X) zu reduzieren, wird der folgenden Spezialfall von INEQ(X) benutzt.
Definition 7.

NEC(X) := { re | re ist reguldire Ausdriicke iiber 3
und L(re) # X" }

Korollar 1.
NEC(E) <, INEQ(X)
Beweis. Sei re ein reguldrer Ausdriick éiber L und Xy =X U{ U, -, *, (, ) } Dann gilt:
re € NEC(X)
& L(re) £ %"
< L(re) # L((c1 Uoa U ...Uay)"), wobeio; € Efiirl <i<[=|3|
=2 (T67 (0'1 Uoga U...U Ul)*) S INEQ(Z)

-6-
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Es reicht also, wenn eine totale Funktion f : ¥3; — X, den reguldren Ausdruck >* hinter die Eingabe
schreibt. f(xz) = (x,X*), wobei x € X, ist. Da die benétigten Zeichen fiir ©* von der Eingabe
unabhingig sind, kann eine deterministische TM M in |x| + 1 Schritten an das Ende der Eingabe springen
und mit konstantem Aufwand ¥* schreiben. Somit gilt x € NEC(X) < f(x) € INEQ(X) mittels f,
wobei M deterministisch polynomiell zeitbeschréinkt ist.

Damit ist das Korollar gezeigt. O

Statt QBF direkt auf NEC(X) zu reduzieren, wird gezeigt, dass jede Sprache in NLINSPACE auf NEC(X)
reduzierbar ist.

Satz 2. Sei A eine Sprache.

A € NLINSPACE = Es existiert ein ¥, so dass gilt: A <, NEC(X)

Im folgenden Beweis werden Abkiirzungen in reguldren Ausdriicken benutzt:

e Abkiirzung: [¥F] = ¥ - ... - 3 (k-mal)
Bedeutet: k£ beliebige Zeichen aus
Beispiel: ¥ = {a,b},[X?] = (aUb) - (aUb)

e Abkiirzung: [L<F] = (X U¢) - ... - (Z Ue) (k-mal)
Bedeutet: Maximal k beliebige Zeichen aus X
Beispiel: ¥ = {a,b},[X=?] = (aUbUe) - (aUbUe¢)

e Abkiirzung: A = ¥\ {\}, wobei \ € %
Bedeutet:  Ein beliebiges Zeichen aus X auBler A
Beispiel: ¥ = {a,b,c},¢={a,b,c}\{c} =(aUD)

Dies dient der Lesbarkeit und hat keine semantische Bedeutung.

Beweis. Sei A € NLINSPACE eine Sprache und M = (I,T,Q, J, qo, ¢.) eine nichtdeterministische TM,
die A mit einem S(n) = cn beschriinkten Band akzeptiert. Sei z € I*,n = |z|und ¥ = QU T U {$}
wobei $ & Q UT. Ep(x) definiert einen reguldren Ausdruck iiber ¥, dass gilt:

L(Ep(x)) = £* \ Comp,, (qox13(™M~"). Also:

Ey(z) € NEC(E) & L(Ey(x)) # 2 < Comp,, (g™ ™) £ )z e A

Sei far : [* = X, 0 — Epy(x),sogilt Ve e I* : x € A< fy(x) € INEQ(E).

Die Worter in L(F);(x)) konnen wie folgt charakterisiert werden: w € ¥* \ Comp,, (qox1%(™~"), falls:
1. Beginnt falsch: w beginnt nicht mit $goz LIS(™) =" §. Dies ldsst sich mit einem reguliren Ausdruck
rej :=req,1 Urer o Urey 3 testen. Sei v = z1x3...x,. Dann sei
® rey = [ESS("Hz}
o reyg = ([ [BSSMmn—ll T g U (B9 § . B
ere13:=(US - (@Uq - (@FTUz - (T2U...- (@ 1 UZn_1-Tp)-.)))) - BF

Es gilt also: w € req 1, falls w zu kurz ist, w € req 2, falls w zu lang ist und w € re; 3, falls w nicht
der Form $gox... entspricht.

2. Bleibt stehen: w = a1010203304050¢02, Wobei ai, g € X%, 5 € 25’(71)—17 o; € Y firi € {1, ey 6}
und das Arbeitsband von M kann sich in einem Schritt nicht von 10903 zu 04050¢ verdndern. Zur
Uberpriifung des Falls ldsst sich wieder ein regulirer Ausdruck formulieren.

-
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res ==X - ( U 010903 - [ES(”)A] (%3 \ Nuys(o10203))) - B*

0'10'20'3623

wobei fir z,y € I',g € Q :

zq'y L fallsm =N
Nextys(z,q,y) = {s€ X |s={¢zy ,fallsm=L wobeid(q,y)=(q,y,m)}

! !

zy'q" ,fallsm =1L
und 010905 € £3:
Nar(o10903) = { oyoholy € X3 | 0}, 0h, 0% haben die folgenden 4 Bedingungen bzgl. o1, 02, 03 }

l. o, =%&0, =8 furie{1,2,3}

2. 01,092,035 € Q = 09 =07}

3. 02 € Qund o5 € ' = olohol € Nextys(o1,02,03)
4. oo € Qund oz =8 = Ny (o10203) =0

3. Endet falsch: w enthilt nicht den g, Zustand oder endet nicht mit $. Auch hierfiir kann ein regulérer
Ausdruck konstruiert werden.

res == (Gz)" U (X" - 9)

Somit ldsst sich Fs(x) mit re; U reg U res beschreiben.
Es bleibt zu zeigen, dass fj; von einer deterministische TM My in polynomieller Zeit berechnet werden
kann, damit A <, NEC(X) mittels fys gilt. Die Arbeitsweise von My ist wie folgt:

1. Eingabe x einlesen
2. Ep(x) erstellen

3. Ej(z) ausgeben

Die offensichtliche Frage ist, ob Ejs(x) in polynomieller Zeit erstellt werden kann. Dafiir wird zuerst nur
auf einen Teil von Ejs(z) eingegangen.

Cl :Z{Z, T, $77a}
CQ Z{Eg\NM($)|LL'
C2201UC2UE

e¥?}

Bei genauer Betrachtung der Elemente von C' ist festzustellen, dass sie unabhingig von der Eingabe sind
und somit bereits zur Konstruktionszeit von M eindeutig bestimmtbar sind. Also kann M so konstruiert
werden, dass alle Elemente von C' in konstanter Zeit auf das Arbeitsband geschrieben werden konnen.
Da res nur aus Elementen von C' bestehen, ist der zeitliche Aufwand fiir re3 konstant. Die Anzahl der
fiir res benotigten Schritte werden ab hier mit ko bezeichnet. Es bleibt zu zeigen, dass M die reguldren
Ausdriicke re; und res in polynommieller Zeit erstellen kann.

Da X € C'ist, kann X in k; Schritten auf das Arbeitsband geschrieben werden, wobei k; konstant ist. Fiir
das Erstellen von [2°(M+2] werden k; (S(n) + 2) Schritten benétigt. Folglich kann re; ; = [£S5()+2)
in k2(S(n) + 2) Schritten erstellt werden, wobei ks konstant ist und den zusétzlichen Aufwand fiir das €
beriicksichtigt.

k2(S(n)—n—1) Schritte k2(S(n)+2) Schritte
—_— —_—
reig=( [ . (2SSOl T gy (0 (2SS §.5%) | wobei ks, ky konstant
N—— N— ~——
k1 (n—+2) Schritte k3 Schritte k4 Schritte

-8-
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Fiir req o bendtigt My also p1(n) := 1+ k1(n + 2) + k2(S(n) —n — 1) + ks + k2(S(n) + 2) + k4
Schritte. p; ist ein Polynom.

ke Schritte k7 Schritte kg Schritte
& __ T _ ~= "
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Schritte. ps ist ein Polynom.
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3=l (k‘l (S(n)—1)+k10+k11) Schritte

, wobei kg, k19, k11, k12 konstant sind. Fiir req benotigt M, also ps (TL) = kg + 3‘2:' (]{31 (S(n) — 1) + k10 +
k11) + k12 Schritte. ps ist ein Polynom.
Fiir das Erstellen von Ej/(x) werden p(n) := p1(n) 4+ pa(n) + ps(n) + ko Schritte benotigt. Also ist My
polynomiell zeitbeschrénkt.
Damit ist gezeigt:

A <, NEC(X) mittels f,

Nun sind alle Voraussetzungen fiir den Beweis der PSPACE-Vollstindigkeit von EQ(X) vorhanden.

Korollar 2.
EQ(X) ist PSPACE-volistindig

Beweis. INEQ(Y) ist PSPACE-vollstindig, wegen:

—_

. INEQ(X) € PSPACE, gezeigt in Lemma 3
2. OBF € NLINSPACE, beschrieben in Proposition 1

W

. OBF ist PSPACE-volistindig, zitiert aus [SM73, Theorem 4.3]
4. QBF <, NEC(Y) <, INEQ(Y), gezeigt in Satz 2 und Korollar 1

In Lemma 2 wurde bereits gezeigt, dass das fiir die PSPACE-Vollstiindigkeit von EQ(X) ausreicht. O

4 Zusammenfassung

In Kapitel 3 wird bewiesen, dass EQ(X) ein PSPACE-volistindiges Problem ist. Nach Lemma 2 reicht es
aus, die PSPACE-Vollstindigkeit von INEQ(X) zu zeigen. Lemma 3 besagt:

INEQ(X) € PSPACE

Das PSPACE-volistindige Problem QBF, beschrieben in Proposition 1, ist durch Satz 2 auf NEC(X)
reduzierbar. Mit Korollar 1 ist NEC(X) auf INEQ(X) reduzierbar. Durch die Transitivitit der polynomiellen
Reduktion gilt dann:

OBF <, INEQ(Y)

Insgesamt ist dadurch die PSPACE-Volistindigkeit von INEQ(Y) und EQ(Y) gezeigt.
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